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MAXIMO DIVISOR COMUM - AULA 12

Definigao: Sejam a e b dois nlimeros inteiros ndo conjuntamente nulos (a # 0 ou b # 0). Chama-se
maximo divisor comum de a e b, 0 nimero inteiro positivo d que satisfaz:

e (i) d|a e d|b;
e (ii) Se c|a e se ¢|b, entdo ¢ < d.

Pela definigao acima podemos observar que por (i) d é um divisor comum entre a e b, e por (ii), d é o maior
dentre todos os divisores comuns de a e b.
Notagao:

mdc(a, b).

Observagoes:

e mdc(a,b) = mde(b, a)

mdc(0,0) #

mde(a, 1) =1
e Se a # 0, entdao mdc(a,0) = |a|

e Se alb, entao mdc(a,b) = |al.

Exemplos:
e a) mde(8,1) =1
e b) mde(—3,0)=|—3|=3
e ¢) mde(—6,12) = | — 6| =6

o d) mde(16,24) =7
D(16) = {1, 42, +4, £8, +16}
D(24) = {1, 42, 43, £4, 46, £8, +12, £24}
D(16,24) = {1, £2, +4, +8}
Portanto,
mdc(16,24) = 8

Obs.:
mdc(a, b, ¢) = mde(mdc(a, b), c)

Teorema: (Existéncia e Unicidade do MDC)

Se a e b sao dois nimeros inteiros nao conjuntamente nulos (a # 0 ou b # 0), entdo existe e é tnico o
mdc(a, b); além disso, existem ndmeros inteiros x, y tais que mdc(a,b) = a.x + b.y, ou seja, o mde(a,b) é
uma combinacao linear de a e b.



Demonstragao:

Seja S ={au+bv:au+bv>0,u v €Z}
Note que S # &, pois se, por exemplo, a # 0, entao um dos dois inteiros

a=al+0e —a=a.(-1)+0

é positivo, e portanto pertence a S.

Pelo Principio da Boa Ordenacao, existe e é tinico o elemento d de S, tal que d =a.x + by, z, y € Z.
Vamos mostrar que d = mdc(a,b).
Pelo Algoritmo da Divisao, temos que

a=dqg+r 0<r<d

=r=a—-dg=a— (a.x+by)g=a.(l—z)+b(—qy),

ou seja, r é combinagao linear de a e b. Como 0 <r < d e d > 0 é o elemento minimo de S, segue que r =0
e consequentemente a = d.q = d|a.
De modo andlogo d|b.
Portanto, d é um divisor comum positivo de a e b. Finalmente, se ¢ é um divisor comum de a e b ( c|a e
c|b, ¢ > 0), entao
clla.x +by)=cld=c<d.

Ou seja, d é o maior divisor comum positivo de a e b.
Portanto, d = mde(a,b) = a.x + by, =, y €Z.

Exemplos:

a) mdc(6,27) =3 =6.(—4) +27.1

b) mde(—8,—-36) =4 = (—8).4+ (—36).(—1)
Definicgao:

Sejam a e b dois numeros inteiros nao conjuntamente nulos. Diz-se que a e b sao nimeros primos entre
si, se e somente se o mdc(a,b) = 1.

Exemplos:
a) 2 e b sdo primos entre si;
b) -9 e 16 sdo primos entre si;

¢) 27 e 45 nao sao primos entre si.
Vejam algumas aplicagoes!!!!

1. Prove que a e b, sendo inteiros nao conjuntamente nulos, sao primos entre si, se e somente se existem
inteiros = e y tais que a.x + b.y = 1.
Solucao:



e (=) Sendo a e b primos entre si, entdao o mde(a.b) = 1, o que significa que existem z, y € Z tal
que a.x + b.y = 1.

e (<) Se existem inteiros = e y tais que a.x + b.y = 1 e se o mdc(a,b) = d, entao d|a e d|b. Dessa
forma, d|(a.z +b.y) = d|1 = d = 1, ou seja, mdc(a,b) = 1 0 que nos mostra que a e b sdo primos

entre si.
|
2. Prove que se mdc(a,b) = d, entao mdec(g, %) =1.
Solugao:
e Observe que § e g sao numeros inteiros.
e Como mdc(a,b) = d, existem inteiros z e y tais que a.x + b.y = d.
e Dividindo essa equacao por d, temos que
a b
-).x -)y=1
()2 +(5)y
e, pelo exemplo 1, segue que § e g sao primos entre si.
Portanto,
a b
mdc(—,—) = 1.
(d’ d)
[ ]
3. Prove que se a|b e se mde(b,c) = 1, entao mdce(a,c) = 1.
Solugao:
e Comoalb=b=uagq, g€Z
e Como mdc(b,c)=1=bax+cy=1, z, yeZ
e Portanto,
aqr+cy=1=a(qx)+cy=1= mde(a,c)=1
|
4. Prove que se alc, se b|c e se mdc(a,b) = 1, entao ab|c.
Solugao:
e Como alc=c=a.q1, ¢1 €Z
e Como blc = c=1b.q2, @2 €7Z
e Como mdc(a,b)=1=ax+by=1, z, y€Z
e Multiplicando essa equagao por ¢, temos
ac.x +bey =c= a.(bg).x +b.(aq1).y =c=
= ab.(p.x+q1.y) =c
Portanto,
able.
|



5. Prove que se mdc(a,b) = 1 = mdc(a, c), entao mde(a, be) = 1.
Solucéao:
e Como mdc(a,b) =1=ax+by=1, z, y €Z.
e Como mdc(a,c) =1=az+ct=1, z, t €Z.

e Dai, note que
1 =ax+by.l = ax + by.(az + ct) = a(x + byz) + be(yt)

= mdc(a,bc) = 1.

6. Prove que se mdc(a,bc) = 1, entdo mdc(a,b) = 1 = mdc(a, c).
Solucao:
e Como mdc(a,bc) =1=ax+bcy=1, xz, y €Z.
e Mas, se ax + bc.y =1 = ax + b(cy) = 1 = mdc(a,b) = 1.
e Mas, ax + bcy =1 = az + c.(by) = 1 = mdc(a,c) =1

7. Prove que se albc e se mdc(a,b) = 1, entdo alc
Solucao:
e Como albc = bc=a.q, ¢ € Z
e Como mdc(a,b) =1=ar+by=1, z,y €2

e Dai,
ac.x +bey = ¢ = acx + aq.y = c = a.(cx + qy) = ¢ = alc.



